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（Summary） 

Phillip Wright (1928) introduced a statistical estimation procedure, which 
can be regarded as IV (instrumental variables) method.  Sewal Wright 
(1932) developed the path analysis.  Since then, the structural equations 
model and simultaneous equations model have been developed in 
econometrics.  In biometrics the IV method became popular since it is 
related to the noncompliance problem.  We discuss these issues in historical 
as well as theoretical perspectives. 
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要約

統計数理研究所が推進している統計エキスパート養成プログラムでは必ずしも統計学を
専門としているわけではない各分野の若手研究者と統計家であるメンターにより共同研
究が推奨されている。2025年度に実施した共同研究の中から応用統計学の基礎と応用に
ついて二人のWirght教授の古典的な研究に端を発してその後計量経済学、計量生物学を
はじめ応用統計学の諸分野に影響が大きい「操作変数法・構造方程式・因果推論」を話
題として検討したのでその成果を報告する。

∗統計エキスパート養成事業における共同研究の報告書。
†茨城大学農学部
‡統計数理研究所
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はじめに

統計数理研究所が推進している統計エキスパート養成プログラムで

は必ずしも統計学を専門としているわけではない各分野の若手研究

者と統計学分野を専門としているメンターにより統計エキスパート

演習をおこなっている。2025年度には研修生の池田とメンターの国

友が実施した共同研究では近年になり計量経済・生物統計など応用

統計学の分野で関心が高まっている「操作変数法・構造方程式・統

計的因果推論」を話題として検討したのでその成果を報告する。

統計エキスパート養成事業では全体研修という場で研修生は様々

な話題についての模擬講義を行っている。元々、開発経済・農業経

済を専攻している池田氏は2025年春の全体研修で計量経済学に関連

が深い「操作変数法 (Instrumental Variables method)」について米

国の一部の計量経済学者が最近になり注目しているPhillip Wright

(1928)の研究について報告を行った。

伝統的な計量経済学（econometrics）においては操作変数 (Instru-

mental Variables, IV)という言葉はOlav Reiersol教授が 1945年に

利用した研究（学術誌「Econometric Theory, 16, 2000, 113-125,

Cambridge UP」のインタビュー記事による）で初めて登場、その後

LSE(London School of Economics)に属した J. Durbin, D. Sargan

等による研究1 により定着したと言う事情と理解されていた。した

がってP. Wright (1928), S. Wright (1932)の研究を知らなかった年

配の国友は改めてPhillip Wright, Sewal Wrightが 1920年代に行っ

た研究をたどり、その後、Pearl (2009)などで議論されているパス

解析などの内容を検討した。共同研究を進めている中で池田氏と国

友が行った検討内容は操作変数法や構造方程式モデルや統計的因果

推論の単なる歴史的経緯の事実関係だけでなく、現代の応用統計学

の理解に有意義であるいうように判断することになった。実は本論

で説明するように近年での計量経済学、生物統計学などの応用につ

ながる重要な論点が少なからずあるのである。そこで計量生物や計
1Durbin (1954),”Errors in Variables ,”Review of International Statistical Institute, 22, 23-33. Sargan

(1958),”The Estimation of Economic Relationship using Instrumental Variables ,” Econometrica, 26-3,
393-415.
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量経済を含め応用統計学に関心のある統計エキスパートを読者とし

て想定してここでDiscussion Paperの一つとしてとりあげて報告す

ることにした。

本稿の前半Part Iに収録した論文では池田氏が「操作変数法の起

源：アメリカ農業に関わる二人のWright 氏の協働」 として米国の

農業経済学における関税効果の検証というあまり知られていなかっ

ただろうかなり具体的問題から今日では”操作変数法”と呼べる統

計的方法が考えられた経緯を説明する。後半のPart IIに収録した

論文では国友が「二人のWright氏と構造方程式・因果推論の潮流」

として二人のWright教授が提起した統計的問題の理論的側面を加

味して、その後の構造方程式モデルの利用と統計的因果推論につい

ての潮流を考察した。

ここでとりあげた統計的問題に関心がある関係各位からのコメン

トを期待したい。

国友直人 (著者代表)

2025年 10月
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操作変数法の起源：アメリカ農業に関わる二人の

Wright氏の協働

池田真也 †‡*

2025年 10月 4日

概要

操作変数法を最初に発見したとされるWright (1928)の業績は近年まで十分に認

知されていなかった。Wright (1928)はアメリカの経済学者 Philip G. Wrightの著

書であるが、息子であり遺伝学者である Sewall Wrightも操作変数法の発見に深く

関わっており、SewallによるWright (1934)ではWright (1928)の再検討が行わ

れている。Sewallは現在の因果推論の潮流における DAGなどのグラフィカルなア

プローチの先駆者として知られており、Wright (1928)はいわば計量経済学と因果

推論の交差点に位置する先駆的研究として評価できる。しかし、その重要性に比して

Wright (1928)を解説した邦語文献は十分ではないように思われる。Wright (1928)

ではモーメント法による推定とパス解析の応用による推定の２通りの方法でバター・

亜麻仁の供給・需要の価格弾力性を求めており、本稿ではWright (1934)にも触れ

つつ解説する。

1 はじめに：Wright親子の業績を見直す潮流

現在、構造方程式の識別において操作変数法の利用を最初に提示した業績として、

Wright (1928)の Appendix Bが参照される。そこではアメリカ農業において重要視され

† 茨城大学学術研究院応用生物学野
‡ 統計数理研究所
∗ shinyaik@gmail.com
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ていたバターと亜麻仁の供給と需要の価格弾力性の推計方法が示されている。1ところが、

計量経済学分野においては当時からWright (1928)が認知されていたわけではなく、2000

年代以降になってようやく定着したのである。

認知されるまでの経緯、つまり Wright (1928) を見直す潮流は示唆に富むものであ

る。そもそも著者の Philip G.Wright は計量経済学の主流から外れていたこともあり、

Goldberger (1972)による計量経済学および社会科学周辺分野における構造方程式の推計

手法のサーベイの中での再発掘を待つことになった。さらに、その後も誰が操作変数法の

発見者なのかという点で議論が残った。Wright (1928)の Appendix Bではモーメント法

を用いた操作変数推定量とともに、パス解析を用いたグラフィカルな推定法も提示されて

おり、後者の推定法に関しては、Philip G.Wrightの息子であるとともに、遺伝学者およ

びパス解析の創始者として著名な Sewall Wright（米シカゴ大動物学科）によるものだと

する考えがあったからである。Stock and Trebbi (2003)は過去の Philip G. Wrightの著

作を参照して文体計量分析（Stylometric Analysis）により、Wright1928の Appendix B

の執筆者が父親である Philip G.Wrightだと結論付けている。しかし、2011年の Kerry

Clarkによるシンポジウム報告では Philipと Sewallの間で交わされた 1925年から 1926

年の書簡を検討しており、そこではまず息子の Sewallがパス解析による推定方法を提示

したのち、父親の Philipがパス解析の知識がなくても可能な推計方法を提示したことが

示されている。まさに親子の共同研究で操作変数法を開発したと言えるだろう。2その後、

SewallはWright (1934)でWright (1928)の議論を再検討している。そして、Sewallの

パス解析は Judea Pearlの因果推論 (Pearl, 2009)へと繋がっているのである。

1 当時からバターは酪農業における重要な加工品であり、国内の農業政策において重要品目として認知され
ていた。また、亜麻仁（flax seed）は亜麻の種子であり、抽出された油はオメガ３脂肪酸を豊富に含み、
栄養価の高い油として広く消費されている。また、亜麻の茎はリネン繊維の原料であり、当時から重要な
農産物加工品として認識されていた。

2 Tafts大学で行われた Philip G. Wrightの生誕 150周年記念シンポジウム（2011年 10月 3日開催）に
おける報告資料のアーカイブを参照されたい（https://web.archive.org/web/20151210143523/http:
//ase.tufts.edu/economics/documents/wrightPhilipAndSewall.pdf、2025年 9月 27日アクセス）。
Wright (1928)内では触れられていないが、書簡では小麦の需要の価格弾力性を操作変数法を用いて推計
した結果についてのやりとりがあり、弱操作変数の問題まで検討していたことが明らかにされている。残
念ながらその書簡資料を筆者は入手できなかったため再検証は叶わなかったが、当時から操作変数法を統
計的に議論されていたことが伺える。
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Wright (1928) とWright (1934) は現在でも計量経済学、因果推論の分野においての

先駆的研究であるが、具体的にどのように操作変数法が用いられたかを解説した日本語文

献は管見の限り見当たらない。そこで本稿では、Wright (1928)を中心としつつWright

(1934)も含めた議論を紹介することを目的とする。

2 Wright (1928)の概要

Wright (1928)は書籍全体を通じてアメリカの油脂関連製品に関する関税政策の影響を

分析している。すなわち、アメリカにおける国内農林業生産者の保護を主目的とした 1921

年・1922年の関税引き上げの有効性を動物油・植物油関連製品とその原料に着目して分

析したのである。動物油・植物油の原料生産者が農産物価格の低さに苦しんでおり、その

救済処置が背景にある。そのため、この関税の引き上げが原料生産者にとって有益なもの

なのか、また消費者は過大な負担を強いられないのか、という社会厚生の改善に目を向け

た関税政策の検討がWright (1928)の目的である (Wright, 1928, pp. 2–3)。結論として

は、関税の引き上げの効果はどの動物油・植物油関連製品を例にとっても限定的であると

しており、否定的であった。

Wright (1928)の分析方法について触れると、データが不十分であった時代背景もあり、

統計的な分析は限定的であった。たとえば、関税の多寡が価格、生産量、輸入量・輸出量

に与える影響を検討するために、関税の変化の前後におけるこれら基本的データの変化を

丁寧に考察していた。また、統計的手法は対象とする産業とその市場環境に対する深い知

見と補完的に用いられるべきだとしており (Wright, 1928, p. 136)、複雑な動物油・植物

油関連製品とその原料の生産過程、および製品間、原料間の代替性に関する定性的な解説

と分析が採用されていた。3 バターを例に挙げれば (Wright, 1928, p. 17)、関税によりバ

ターの国内価格が上昇した場合に酪農家は牛肉よりも牛乳の生産を重視し、その牛乳を飲

料用やチーズなどの加工生産ではなく、バターの生産に当てるだろう。そうなるとバター

3 本稿で取り上げる操作変数法に関する記述ではないため詳細は控えるが、当時のアメリカの油脂関連産業
のフードシステムを理解するうえでの貴重な分析であり、その史料的な価値は十分に高い点は指摘してお
きたい。
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の国内生産は増加して価格は低下する傾向が生じるため、関税引き上げの目的は無効化さ

れてしまう。Wright (1928)の第 6章では動物油・植物油を併せた脂肪油のなかでも、酪

農産業の主力加工品であり、また関税政策上重要性が高いバターのみを取り上げ、その関

税の変化の影響を検討している。

この第６章では、Wright (1928)の Appendix Bで操作変数法を用いて推定したバター

需要の価格弾力性を用いて議論が展開されている (Wright, 1928, pp. 147–150)。主なバ

ターの輸入先であるコペンハーゲンのバターの価格とニューヨークのバターの価格の差が

関税によりどの程度変動したかを需要の価格弾力性を用いて推計しているのである。具体

的には実際の 12.5セントの関税が仮想的に 2.5セントの以前からの課税水準だった場合

に、国内消費に回るバターが約 1.4パーセント増加したと計算される（輸入の変動分が国

内消費に回るとし、その輸入の変動は実際の 12.5セントの関税時の輸入量から 2.5セン

トの時の輸入量の差分として計算している）。バターの需要の価格弾力性が約-0.6なので、

価格の減少幅は 2.3パーセントである。期間中のニューヨークのバターの平均価格が 47.4

セントであるため、価格は約 1.1セント下落したはずである。つまり、関税を 10セント

引き上げても 1.1セントしか価格は増加しなかったことになり、当時一般に考えられてい

たよりも関税の影響は小さい点が述べられている。

なお、Wright (1928)の Appendix Bではバターの供給と需要の価格弾力性が推定され

ているが、同時に亜麻仁についても弾力性が推計されている。亜麻仁は植物油の主要な原

料である点や、バターとは異なり非必需品であり、需要弾力性についての良い比較対象に

なることが理由とされている (Wright, 1928, p. 1, pp.318–319)。

3 操作変数法による価格弾力性の推計：Wright

(1928)Appendix Bにおける２通りの方法

Wright (1928) の Appendix B では線形構造方程式により需要関数と供給関数をモデ

ル化している。4通常は価格系列は時系列データになるため下添え字を年度 tとし、価格を

4 本節でのWright (1928)のモデルを紹介するうえで、Abbring et al. (2025)の解説を参考にした。
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Pt とする。需要量Dt(pt)について外生要因である Ud を加えたものが式（1）である。同

様に供給量 St(pt)とその外生要因 Us を加えたものが式（2）である。ここで、Dt(pt)と

St(pt)が一致する均衡状態のときの価格 Pt と量 Qt が実際には観察されるため、Dt(pt)

と St(pt)は観察できない変数である点に注意されたい。

Dt(pt) = α1pt + Ud
t (1)

St(pt) = β1pt + Us
t (2)

Dt(pt) = St(pt) = Qt (3)

それぞれの観測可能な変数について、たとえば価格 Pt であれば名目値 Rt を使うのでは

なくパーセンテージ偏差（percentage deviation）Rt−E[Rt]
E[Rt]

に変換したうえで取り扱って

おり、E[Rt]は Rt の観測期間の平均値として計算している。そのため、Wright (1928)で

は Ud
t と Us

t は平均 0で互いに相関しない確率的なショックと同様に扱われている。また、

パラメータ α1 に着目すると、価格 pt が 1パーセント変化したことに対する需要量Dt の

変化率を表すため、需要の価格弾力性を表している。同様に、β1 は供給の価格弾力性と一

致する。

α1 と β1 を推定するにあたって、均衡状態の価格 Pt と量 Qt の１組しか観察すること

ができないが、そこから需要曲線と供給曲線をそれぞれ区別するためには、需要曲線と供

給曲線のどちらかだけが変動していることが分かっていることが必要だとWright (1928)

は考察している。一般的にはそのような状況の方が珍しいため、『... statistical methods

for imputing fixity to one of the curves while the other changes its position must be

based on the introduction of additional factors. Such additional factors may be factors

which (A) affect demand conditions without affecting cost conditions or which (B)

affect cost conditions without affecting demand conditions.（一方の曲線を固定し、もう

片方の曲線が位置を変えるようにするための統計的方法では、追加的ファクターの導入に

頼らざるを得ない。そのような追加的ファクターとしては、（A）需要条件に影響するが費

用条件に影響しない要因、または（B）費用条件に影響するが需要条件には影響しない要

因がありうる。）』(Wright, 1928, pp. 311–312)と述べている。つまり、需要（供給）関数
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に対する外生的な変動要因（供給（需要）シフターとも呼ばれる）を利用するアイデア、

すなわち操作変数の利用を提示していたと解釈できる。

操作変数の例としては、供給関数にしか変動を与えない要因として 1エーカーあたりの

収穫量いわゆる単収と、前年度の価格を例として挙げており、バターと亜麻仁を用いた推

計の際には単収を主な操作変数の例として挙げている (Wright, 1928, p. 312)。少なくと

も亜麻仁の需要の価格弾力性を推計する際には６つの異なる供給シフターを操作変数に使

用し、その平均値から-0.8と推計している (Wright, 1928, p. 319)。4つの推計値は 1を下

回ったが、2つは 1を上回ったとあり、亜麻仁の需要の価格弾力性についてはかなり幅が

広いことが伺える。実際の推計に用いられた６つの供給シフターは特定されていないが、

生産量を作付け面積と単収に分解し、単収は天候に依存する点、作付け面積は亜麻仁の代

替的作物である春小麦との前年度における単位面積当たりの相対的収益差に依存する点が

触れられており (Wright, 1928, p. 195)、これらが操作変数の候補であったことが伺える。

ここで、操作変数を式（1)(2）に含めるようにすると、Ud
t について、需要にのみ影響し

て供給には影響しない要因を Zd
t とおく。また同様に供給のみに影響して需要には影響し

ない要因を Zs
t とおき、一般には共通要因Wt と誤差項により下記のように定式化される。

Ud
t = α2Z

d
t +Wt + εdt (4)

Us
t = β2Z

s
t +Wt + εst (5)

以降ではWright (1928)と同様にするため、共通要因Wt は無いものとし、また Zd
t と Zs

t

の間は無相関を仮定する。なお、添え字の tは可読性のために以後省略する。

価格弾力性の推計のために使用されたデータに関して、Wright (1928)では明示されて

いないが、1920年から 1926年までの価格と消費量のデータを使ったと推測される。しか

し、Wright (1928)内には年別のデータしか示されておらず、実際にどのようなデータを

使用したのか、たとえば月別のデータの利用の有無は確かめることができなかった。5

5 Wright (1928) から関連する統計データを引用して、前年度価格を操作変数としてバターの需要の価
格弾力性の試算を行った。年別のデータを用いた場合は、前年度比のデータを用いる都合上サンプル
サイズは 5 と非常に少なくなるわけだが、実際に価格弾力性が 2.2 と推計され、Wright (1928) で示
された-0.6 とは大きく異なった。筆者はさらに当時の月別データの使用可能性を検討した。貿易関連
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3.1 操作変数推定量

Wright (1928)では、図 1のように原点を通る供給曲線 Sと需要曲線 Dがそれぞれ Us,

Ud のショックを与えられ S'と D'に移動した状況をグラフィカルに考察した。6前述のよ

うに価格と量に関するデータはパーセンテージ偏差が取られているため Us と Ud は平均

0であり、そのため供給曲線 Sと需要曲線 Dは平均的には原点 oを通る。そして、S'と D'

における水平軸との交点がそれぞれ (Us, 0)、(Ud, 0)であり、また S'と D'の交点を（P ,

Q）とする。需要の価格弾力性 α1 は需要関数の垂直軸から見た傾きに等しいことから、

α1 =
Q− Ud

P
(6)

となる。その後、式（6）の両辺に Zs を掛ければ、α1Z
sP = ZsQ−ZsUd であり、標本

項目や価格のデータは問題なく月別のデータが存在する。問題となるのは消費量のデータである。実
は Wright (1928) は直接的に消費量のデータを持っていたわけではなく、生産量・輸出量・輸入量
のデータから消費量を推計している (Wright, 1928, p. 267)。その際の生産量のデータのソースと
して、(Wright, 1928, p. 261) には 1919-1926 年までについては米商務省統計局（Bureau of the
Census, U.S. Department of Commerce）とあるが、年別のデータであっても現在手に入る生産量
のデータとは異なる。たとえば、Wright (1928) では 1923 年のバターの国内生産量は 1862（百万
ポンド）であるが、別のリソースでは 1986（百万ポンド）である (United States. Bureau of the
Census. Historical Statistics of the United States, 1789–1945: A Supplement to the Statistical
Abstract of the United States. Washington, D.C.: U.S. Government Printing Office, 1949;
https://www.census.gov/library/publications/1949/compendia/hist_stats_1789-1945.html)。
これはバター生産の 3割程度が工場製ではなく家庭製であり、そのデータの把握を粗い推計に頼らざるを
えないことが要因であろう。また、現在では工場製のバター生産に関してのみ月別の長期時系列データ
の入手は NBERのバターの生産量データベース（National Bureau of Economic Research, Butter
Production in Factories for United States [M01069USM149NNBR], retrieved from FRED,
Federal Reserve Bank of St. Louis;https://fred.stlouisfed.org/series/M01069USM149NNBR,
September 26, 2025.）から利用可能だが、家庭製まで含めた月別の生産データの入手は困難である。
さらに、Wright (1928) ではバターの貯蔵分が考慮されていないため、現在の NBER のバターの消
費データ（National Bureau of Economic Research, Butter Consumption for United States
[M01071USM149NNBR], retrieved from FRED, Federal Reserve Bank of St. Louis; https:
//fred.stlouisfed.org/series/M01071USM149NNBR, September 26, 2025.）と比較するとかなり過
大に消費量を推計していると考えられる。

6 本稿では触れないが、仮にある時点 tから t+ 1にかけて供給か需要のどちらかのショックしか生じてい
ないと仮定すれば、例えば供給曲線のみ変動したとすれば、価格と量の変化の向きは互いに異なるように
なる。一方で需要関数のみが変動したとすれば、価格と量は同じ方向に変化することになる。この点を利
用して、データを分類して弾力性の推定を行った例も提示している (Wright, 1928, 316)。
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全体を足し合わせれば、

α1 =

∑
(ZsQ)−

∑
(ZsUd)∑

(ZsP )
(7)

となる。ここで
∑

(ZsUd)に注目すると、需要ショックにあたる Ud と供給にのみ影響を

与える Zs の相関は 0になるため、
∑

(ZsUd) = 0になる。従って、

α1 =

∑
(ZsQ)∑
(ZsP )

(8)

と推定している。これは現在では操作変数推定量（instrumental variable estimator）と

して知られている方法である。Wright (1928)では Ud を確率変数と明記してはいないが、

Zs と Ud が無相関である点をモーメント条件（直交条件）として書き換えれば、式（6）

を用いて E[(Q− α1P )Zs] = 0と表すことができる。そして、操作変数推定量として知ら

れる
α1 =

E[ZsQ]

E[ZsP ]
(9)

を得ることができるのである。

図 1: Wright (1928)が想定した需要曲線と供給曲線
出所: Wright (1928)Appendix Bの図 9を参照して筆者作成
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3.2 パス解析の利用

ここでまず、式 (1)(2)(4)(5)をパス図で表現すると図 2のようになる。次に式 (1)(2)(3)

を用いて、P と Qについて解き、それをパス係数 p1, p2, q1, q2 と各変数の標準偏差 σP ,

σQ, σUd, σUs で表現すると、式 (10)(11)となる。

P =
1

β1 − α1
(Ud − Us) = p1

σP

σUd

Ud + p2
σP

σUs

Us (10)

Q =
α1

β1 − α1
(Ud − Us) + Ud = q1

σQ

σUd

Ud + q2
σQ

σUs

Us (11)

図 2: Wright (1928)の構造方程式のパス図表現
出所: Abbring et al. (2025) の図 4を参照して筆者作成

ここで需要の価格弾力性 α1 は、供給ショックのみが生じた場合に推計可能となるため、

逆に言えば Ud = 0の場合に推計されることから、式 (12)のように推計されることが分

かる。供給の価格弾力性も同様にすれば、式 (13)のように推計される。

α1 =
Q

P
=

q2σQ

p2σP

(12)

β1 =
q1σQ

p1σP

(13)

Udと Usは観測できない変数だったため、価格弾力性 α1と β1を推計するためには、未知

のパス係数である p1, p2, q1, q2 を推計する必要がある。その際、パス解析では rZsP = p2s、

rZsQ = q2s となることを利用すれば p2 と q2 を消去することができ、α1 =
rZsQσQ

rZsPσP

とな

る。Qと Zs の相関係数はデータから rQZs =

∑
QZs

nσQσZs

と計算されるので、
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α1 =

∑
(ZsQ)∑
(ZsP )

と式 (8)と同一の結果となる。β1 についても同様に計算することが可能である。結果とし

て前述の操作変数推定量と一致する。なお、内生変数 P と Qを外生変数に回帰させるこ

とで得られる誘導形の OLS推定量を用いると、その比の形で式 (6)を得ることができる。

これは間接最小二乗法（indirect least squares method）と呼ばれる方法である (Abbring

et al., 2025; Hansen, 2022, pp. 341–352)。7

Wright (1934)ではより詳細な検討が行われている。まず、Ud と Us の相関 rUdUs 6= 0

を許容しつつ、操作変数 Zd,Zs を含まないモデルから出発している。未知のパス係数を

推計するために、P および Q の自己相関、P と Q の相関、そして操作変数と P・Q と

の相関をパス解析を用いて 7本の条件式から、7つの未知パラメータ（p1, p2, q1, q2, d,

s,rUdUs）を識別している。ただし、Wright (1934)の実証分析では、操作変数が Zs のみ

で、操作変数 Zd をモデルに含めない代わりに rUdUs = 0を仮定している。つまり、5本

の条件式から 5つの未知パラメータ（p1,p2, q1, q2, s）を求めているのである。8

1871年から 1915年までの食用豚の価格ー取引量データを用いた例では、前年度のとう

もろこし生産量等を生産にのみ影響する操作変数としており、生産の価格弾力性は 0.133、

需要の価格弾力性は-0.944という結果であった。また、1896年から 1914年までのジャガ

イモの価格ー取引量データを用いた分析も行っており、その際は前年度のジャガイモ価格

を生産にのみ影響する操作変数としていた。その生産の価格弾力性は 0.034、需要の価格

弾力性は-0.815であった。Wright (1934)は生産の価格弾力性が極端に低く、非弾力的で

7 式（10）と式（11）において、Ud = 0の時に外生変数はZsのみであり、内生変数を外生変数に回帰させれ
ば、P = − β2

β1−α1
Zs+up、Q = − α1β2

β1−α1
Zs+uq を得る（ここで、up = − 1

β1−α1
εs、uq = − α1

β1−α1
εs

である）。得られた OLS推定量の比が α1 になることは容易に確かめられる。β1 についても同様であり、
Wright (1928)のように内生変数と操作変数の数が同じ場合（丁度識別; just-identified）に用いること
ができる手法である。

8 この議論をWright (1928) に適用すると過剰識別をしていたことになり、パラメータの識別ができて
いなかった可能性が気になる。実際のところ、p1 = ±

√
1−l2

k2−l2
と p2 = ±

√
k2−1
k2−l2

となり（ただし、

k =
r
ZdQ

r
ZdP

, l =
rZsQ

rZsP
）、一意に定まらない。しかし、 q2

p2
=

rZsQ

rZsP
と計算されるため、結果には影響し

ない。なお、Wright (1928)において r
UdUs 6= 0を許容しても計算は多少複雑になるが q2

p2
の計算には

影響しないことが確かめられる。
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あった原因が単年度の需給調整しかモデルで考慮していないからとしている。すなわち、

前年度の価格を指標として翌年度の農家の生産行動が強く決定されており（推計されたパ

ス係数 s = 0.651）、長期の平均価格と平均取引量という観点で見れば価格変化に対して弾

力的になっている可能性を指摘した。そのうえで、再帰的なモデルを考察している（図 2

のモデルが各年（期）に設定され、年度 tと年度 t+ 1のパス図が Pt から Zｓt+1 へのパス

で結ばれ、全ての期が連結しているモデル（パス図）である。関心のある読者はWright

(1934)の図 32を参照してほしい）。

4 おわりに

本稿ではWright (1928)において示された操作変数法のアイデアを紹介した。一般的な

計量経済学の教育現場で紹介されるのはモーメント条件を利用した操作変数推定量の方で

ある。そして、Wright (1928)では最初に操作変数推定量のアイデアが提示され、より完

全な方法（a more complete analysis (Wright, 1928, p. 315)）として Sewallのパス解

析に言及している。しかし、当時の資料によれば、操作変数法の起源においては Sewall

Wrightによるパス解析の観点からの識別問題への洞察が重要な役割を果たしており、そ

の代替的方法として父親の Philip G. Wrightが操作変数推定量のアイデアを提示したと

いう点は興味深い。

また、操作変数法を含めた計量経済学の手法は、何らかの現実の問題から生まれること

が多いが、操作変数法が適用された問題が農産物（加工品）市場に対する輸入関税の影響

だったことはWright (1928)の業績を紹介する既存文献であまり触れられていなかった点

である。2025年時点でトランプ関税が議論される現状を鑑みるに、1世紀経っても色褪せ

ない問題を取り上げていたわけである。本稿ではWright (1928)でどのような分析が行わ

れたかを簡易的に紹介したにすぎないが、少なくとも当時のアメリカの油脂関連産業の実

態を理解するという意味においてもWright (1928)は価値があると考える。
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二人のWright氏と構造方程式・因果推論の潮流1

国友直人2

2025年 9月 29日

鍵言葉 (Key Words)

二人のWright教授, 構造方程式と同時方程式, DAGモデル, 非遵守モデ
ル, 操作変数法, 構造方程式モデルの制限情報推定法, 統計的因果推論,

Noncomplianceモデル

概要 (Summary)

本稿では構造方程式モデル・因果推論・操作変数法の源流として経済学
者の研究Wright (1915), 遺伝学者の研究Wright (1921)まで遡る。計量経
済学における伝統的な同時方程式モデルを巡る議論を利用して応用統計
学における構造方程式モデルとグラフ理論におけるDAG(directed acyclic

graph)モデルの制約を特にWold(1954)のCausal Chainモデルを通じて
説明する。さらに応用例として計量生物における Noncompliance（非遵
守）モデルにおける操作変数法の利用をとりあげ、計量経済学、生物統
計学、応用統計学における統計的因果推論の展開を展望する。

1 はじめに
「観測変数間の因果関係を線形回帰モデルで記述したものをパス解析とい
う。1930年代に生物学者の Sewall Wrightによって創始されたパス解析
はその後認知心理学者...によって研究され、計量経済学の同時方程式モ
デル、そしてここで議論している構造方程式モデルへと発展した。...」こ
れはしばらく前に日本で出版された書籍（統計科学のフロンティア vol.5,

狩野裕「構造方程式モデリング, 因果推論, そして非線形性」, Page 73,岩
波,2002）に書かれている記述であり、日本の応用統計学ではかなり流布
されている議論と思われる。

12025-9-29. 統計エキスパート slack上で行われた池田真也氏との共同研究の一環で
とりあえずまとめた未完成な原稿であり、コメントを歓迎する。

2統計数理研究所, 〒 190-8562 東京都立川市緑町 10-3
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しかしながら池田 (2025)が指摘しているように、経済学者Phillip Wright

(1928)は農産物の価格への関税の経済効果の計測問題から市場価格と数量
から需要の弾力性を計測しようとするときに生じる同時方程式における識
別問題を指摘、需要の弾力性の推定にある種の操作変数法 (instrumental

variables method) と（今では）解釈できる統計的推定法を提案したので
ある3。したがって、引用した書籍について少なくとも最初の記述は正確
ではないことが分るが、それでは計量経済学に関する記述はどうであろ
うか？少なくともしばらく前の米国で計量経済学を学んだ筆者にはその
記述にはかなりの違和感がある。
例えば一例に過ぎないが、しばらく前の計量経済学の分野では構造方
程式モデル・同時方程式モデルの利用はHaavelmo (1943, 1944) により提
唱、当時のCowles Commision(コールズ委員会)に属した統計家・計量経
済学者により統計的推定法が開発されたことが常識とされていた。また
操作変数 (instrumental variaables)という名前はO. Reiersolが 1945年に
書いた論文に始まるとされていた4 。
他方、冒頭の引用で紹介したように、日本の応用統計学ではこうした
計量経済における議論とは関連することなく構造方程式モデルやDAGモ
デルの利用が盛んに行われている。さらに計量生物学では近年になり米
国における議論を媒介として、操作変数法が利用されるようになってい
る5。
本稿では構造方程式モデルを巡る議論の展開の歴史的経緯を経済学者

P. Wright, 遺伝学者 S.Wrightの研究まで遡るとともに、理論的な観点か
ら、構造方程式モデル、同時方程式モデル、識別問題、DAGモデル、操
作変数法、統計的因果推論という近年の統計学の利用において話題となっ
ている基礎的事項を扱う。特に幾つかの簡単な例を用いて計量経済学、計
量生物学、応用統計学などの異なる幾つかの分野でしばしば別々に議論
されている統計的方法が統一的に理解できることを主張する。本稿では
分かりやすい例を用いるが、問題の説明はより一般的な議論を展望する

3統計学の歴史では例えば竹内啓「歴史と統計学」Page120には Mayer(1723-1762)
は「変数誤差の統計的処理で操作変数と解釈できる方法を利用した」ことを指摘してい
る。

4学術誌「Econometric Theory, 16, 2000, 113-125」に掲載されたインタビュー記事
による。Haavelmo による同時方程式モデルの重要性の指摘を受け、コールズ委員会
（Cowles Commision）のA.Wald, T.Koopmans, T.W.Andersonなどにより推測理論な
どが開発された。当時の事情については例えば Koopmans (1953)が詳しい。

5例えば岩崎 (2015)を参照されたい
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のでいずれの例も、さらに現実的で複雑な統計モデルに拡張することは
容易である。

本稿の以下は次のような内容で構成される。第二節では線形同時方程式
(linear simultaneous equatns)モデルと線形構造方程式 (linear structural

equations)モデルをAnderson(1979)にしたがって説明する。第三節では
構造方程式モデルとDAG (directed acyclic graph)モデルの関係を議論す
る。第四節では応用例として計量生物におけるNoncompliance（非遵守）
モデルをとりあげて操作変数法などの統計的推定問題を説明する。第五
節では暫定的結論を述べる。さらに数理的付論では補論として証明と関
連事項を説明する。

2 構造方程式モデルとは？
構造方程式モデルの利用を巡る幾つかの議論は「構造方程式とは何か？」
という基本的な問題についての理解が異なる研究分野により異なること
から生じるようである。ここではもっとも一般的と見られる計量経済分
野における同時方程式モデルという観点からAnderson (1979)にしたがっ
て同時方程式モデルと構造方程式モデルを扱ってみる。
クロスセクションのある個体、あるいは時刻を添字 tとして多次元の
従属変数（内生変数)ベクトルと先決変数（外生変数とラグ付き内生変数
yt−s (s ≥ 1) 6により

yt =

y1t
...

yGt

 , zt =

 z1t
...

zKt

 (1)

としよう。このとき変数間の関係を表現する線形構造方程式 (linear struc-

tural equations)を
Byt + Γzt = ut (2)

6ここでは時点 tにおいてあらかじめ値が決まっている変数、時刻 t − 1での σ−集
合族が Ft−1 のとき Ft−1 可測とする。外生性 (exogeneity)については後で議論するよ
うに幾つかの論点がある。
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と表そう。ただし

ut =

u1t

...

uGt

 . (3)

は構造方程式に現れる観測不能な誤差項であり、B = (βgh), g,h =

1, . . . ,G , Γ = (γgk), g = 1, . . . ,G , k = 1, . . . ,K は未知母数を表
すG × G,G ×K行列とする。この方程式群はG 個の内生変数 ygt (g =

1, . . . , G), K 個の先決変数 zkt (k = 1, . . . , K)を含み、（経済構造を表現
する）構造方程式 と呼ぶが、先決変数を所与とした内生変数の挙動を表
現している。
ここで次のような条件を仮定する。

仮定 1: 行列 B は正則である.

仮定 2:

E(ut) = 0 , (4)

E(utu
′
t) = Σ (= σgh) . (5)

仮定 3: 誤差ベクトル utは (tについて)互いに独立とする。
仮定 4: 先決変数ベクトル ztの要素は外生的 (exogenous) 7 、あるいは内
生変数の過去値 yt−1,yt−2, . . . とする。
仮定 5: 内生変数の初期ベクトル y0,y−1, . . . は所与、先決変数ベクトル
z1, z2, . . . の要素は観測可能な変数とする。
仮定 1から構造方程式群の左からB−1を乗ずれば

yt = −B−1Γzt +B−1ut, (6)

が得られる。行列 Π = −B−1Γ, 確率ベクトル vt = B−1ut と置くと、誘
導形

yt = Πzt + vt (7)

が得られる。誘導型の母係数Π = (πgk), (g = 1, . . . , G , k = 1, . . . , K)の
とき誤差項の期待値E(vt) = E(B−1ut) = 0, 分散・共分散行列

Ω = E(vtv
′

t) = B−1ΣB−1
′

(8)

およびE(vtv
′
s) = E(B−1utu

′
sB
−1′) = 0 (t ̸= s) となる。

構造方程式の誤差ベクトルのG次元の確率密度 f(ut)、誤差確率ベクトル

7外生性 (exogeneity) については再び議論するが、システムの外からあらかじめ決
まっている（確率 or非確率）変数とする。
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が t = 1, · · · , T について互いに独立とすると、観測される確率変数ベク
トル y1, . . . ,yT の（zt (t = 1, · · · , T )）を条件とした)同時分布は

g(y1, . . . ,yT|z1, . . . , zT) = mod|B|T
T∏

t=1

f(Byt + Γzt). (9)

で与えられる。ただしmod|B|は uから vへの変換のヤコビアン（行列
式の絶対値）であり、各 tに対して ∂ugt/∂yht = bgh(ただしB = (bgh)) よ
り |B|の絶対値、観測全体のヤコビアンは |B|Tの絶対値になる。なお統
計的分析でよく利用される多次元正規分布の場合にはかなり簡単な表現
になる。

例 1: 競争的な取引で価格と取引量が決まるある商品の市場を考える。時
刻 tにおける商品の価格を pt、取引量を qtとする。需要関数（例えば消
費者の需要 q

(d)
t (pt)）と供給関数（例えば生産者の供給 q

(s)
t (pt)）が線形近

似できるとしてそれぞれ

D: q
(d)
t = α + βpt + ϵt, (10)

S: q
(s)
t = γ + δpt + ηt (11)

で表現してみよう8。ここで α, β, γ, δは（ゼロでない）未知母数、ϵ, ηは
誤差項とする9。この時にこの商品市場において需要と供給が均衡状態
（qt = q(d) = q(s)）で価格が決定され、価格と数量が観測されるとすると

yt =

(
qt
pt

)
, B =

(
1 −β

1 −δ

)
, zt = 1, Γ =

(
−α

−γ

)
(12)

と表現される。この構造方程式モデルはG = 2, Bが三角行列ではなく、
Σは対角行列とは限らない同時方程式（simultanepus equations）モデル
の例である。誘導型は (δ − β ̸= 0を仮定すると）価格と数量 pt, qtにつ
いて

pt =
α− γ

δ − β
+

ϵt − ηt
δ − β

= ϕ+ ut, (13)

819世紀の後半に起きた限界革命 (marginal revolutionと呼ばれている)から欧米の
主流派経済学では需要と供給が一致する均衡で価格と数量が決まるとする考え方が基本
的であり、株価など金融市場を含め近年では日本の経済系の大学教育もこの考え方で行
われている。不均衡理論と統計モデルも存在するが一般的ではないのでここでは議論を
省略する。

9なお誤差項同士の相関は一般にはゼロとは仮定しない。ゼロとは考えられない例と
しては、供給が鉄鋼メーカー、需要が自動車メーカー、ノイズはマクロ経済ショックな
どの例を考えることができる。この論点は後述の DAGによる構造方程式モデルの表現
可能性と関係する。
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qt =
δα− βγ

δ − β
+

δϵt − βηt
δ − β

= θ + vt, (14)

となる。ただし ϕ = (α − γ)/(δ − β), ut = (ϵt − ηt)/(δ − β), θ = (δα −
βγ)/(δ − β), vt = (δϵt − βηt)/(δ − β) である。ここで誤差項が二次元正
規分布にしたがい分散・共分散 σ2

ϵ ,σ
2
η, σϵηとすると条件付期待値は

E(qt|pt) = θ + [
βσ2

η + δσ2
ϵ + (−β − δ)σϵη

σ2
η + σ2

ϵ − 2σϵη

](pt − ϕ)

となる10。したがって取引量データ qを価格データ pに回帰すると最小
二乗推定では必ず推定バイアスが発生する。例えば σϵη = 0のとき σϵ

が小さければ β の推定バイアスは小さくなるが、ση が小さければ δ の
推定バイアスが小さくなる。またここでの構造方程式に登場する母数は
θ = (α, β, γ, δ, σ2

ϵ , σ
2
η, σϵη)

′
の 7個、誘導型の母数は 5個である。

例 2: 需要-供給の市場モデルにおいて供給関数が過去の価格に依存する
動学モデルの簡単な例を

D: q
(d)
t = α + βpt + ϵt, (15)

S: q
(s)
t = λ+ νpt−1 + ηt (16)

と表現しよう。ただしα, β, λ, νは未知母数、初期値 p0を所与とする。こ
のとき需給が均衡すると考えると qt = q

(d)
t = q

(s)
t よりクモの巣（cobweb

behavior）的な変動により p0と η1により q1, 次に q1 と ϵ1により p1が決
まることになる。価格と数量 pt, qtについて解くと、価格の変動は（β ̸= 0

のとき）

pt =
λ− α

β
+

ν

β
pt−1 +

ηt − ϵt
β

(17)

により自己回帰過程で表現される。|ν/β| < 1のとき (もともと対数変換
しているとすると需要の弾力性の絶対値が供給の弾力性の絶対値より大
きい場合)causal representationを持つ定常解が得られる。

識別条件 (Identification Conditions)

経済学者Wright (1928)は関税の農産物価格に与える効果をデータから計
測する為には、データから需要関数と供給関数を無条件には推定できな

10構造型と誘導型の関係から β − δ ̸= 0のときVar(pt) = [σ2
η + σ2

ϵ − 2σϵη]/(β − δ)2,
Cov(qt, pt) = [βσ2

η + δσ2
ϵ + (−β − δ)σϵη]/(β − δ)2 が導ける。
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いことを認識11、今日の操作変数法と呼ばれる方法の利用を検討した。そ
の後、この問題は識別問題と呼ばれるようになったが、Hsiao (1983)が説
明している。パラメトリックモデルの場合には有限次元の母数 θ, 同時分
布を f(y|θ) (θ ∈ Θ)とすると同時分布が同一、すなわち観測上同等な分
布 f(y|θ′

) (θ
′ ∈ Θ) のとき θ = θ

′
より母数 θが一意に定まることを意味

する。
同時方程式モデルについてはCowles-ComissionのKoopmans-Hood (1953)

により数学的には明確に表現された。ここで誤差項の同時分布 f(·)として
(B,Γ, f(u))を構造Sとする。二つの構造S,S

′
が観測上等価とはB∗ = ΘB,

Γ∗ = ΘΓ, f ∗(ut) = mod|Θ|−1f(Θ−1u∗) を満たす非正則行列Θ（変換行
列と呼ぶ）が存在することと同値である。したがって等価の構造を保持
する変換行列Θが正則な対角行列のみであることが示されれば、基準化
規則 (一般性を失うことなく各方程式の左辺の係数を 1にとれる) が必要
なので母数の識別性が示される。
ある構造方程式群A = (B,Γ) を考え、一般性を失うことなく１番目の方
程式の識別問題を考察してみよう。G = G1 +G2,K = K! +K2として当
該方程式に現れる変数の数をG1,K1として行列を分割

A =
(
B Γ

)
=

(
β1 0 γ1 0

B1 B2 Γ1 Γ2

)
G1 G2︸ ︷︷ ︸
G columns

K1 K2︸ ︷︷ ︸
K columns

← 1st row

← G− 1 rows
(18)

はそれぞれの要素はB,Γに対応、

Π =

(
Π11 Π12

Π21 Π22

)
K1 K2

G1

G2

(19)

とする。このとき線形構造方程式の母係数の識別性について次の結果が
成立する。（念のために証明は付論に与えておく。）

定理1 : (i)この方程式が識別されるための必要十分条件 (rank condition)

は構造型母数を表す行列の階数 (rank)について

ρ(B2 , Γ2) = G− 1. (20)

11Wright (1915)は H. Moore氏が書いた景気循環 (business cycles)に関する書籍へ
の書評の中でMoore氏が推定した pig iron(銑鉄)の需要関数 (例１における (10)式を
qt を pt に回帰して推定したと思われる)の識別問題を指摘している。
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で与えられる。この条件は誘導型母数を表す行列の階数について

ρ(Π12) = G1 − 1 (21)

と同値である。
(ii)必要条件は

K2 ≥ G1 − 1 (22)

で与えられる。

この条件はある構造方程式の識別には除かれた変数が存在することが一
つの必要（ゼロ制約）条件であることを示している。例えば例 1の需給モ
デルではWright(1928)が指摘したように需要関数や供給関数の母数を推
定することは可能ではない。例えば例 1の需要関数ではG = G1 = 2,K =

K1 = 1, K2 = 0よりK2 − (2 − 1) < 0より識別不能（under-identified

case）である。この場合には伝統的な計量経済学では除かれた変数（例
えば魚市場では漁場の天候など需要関数に除外されているシフト変数な
ど）が分析に必要とされた12。他方、例 2は識別可能な統計モデルであ
る。除外制約の条件は線形ゼロ制約条件と呼ばれているが、識別性には
共分散に制約をつける方法などもあり例えばHsiao (1983)に議論がある。
除外制約の場合、K2 = G1 − 1の場合は丁度識別可能 (just-identified)、
K2 > G1 − 1の場合は過剰識別 (over-identified) と呼ばれている。同時性
(simultaneity)を持つ構造方程式モデルにおける識別性 (identification)の
条件の存在が制限情報最尤法 (LIML, Anderson-Rubin (1949)), 二段階最
小二乗法 (TSLS)など計量経済における古典的な推定法が開発されたきっ
かけであった。

因果連鎖モデル (Causal Chain Model)

Wold (1954)は同時方程式による経済変数のモデリングに対して次のよう
に表現できる因果連鎖 (causal chain)モデル、逐次モデル (recursive sys-

12こうしたある構造方程式から除かれた外生変数 (exogenous variables) は操作変数
(instrumental variables) とも呼ばれているが、その利用の妥当性を巡って最近の econo-
metrics においても様々な議論がある。
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tems)の利用を提唱した。

B =


β11 0 0 · · · 0

β21 β22 0 · · · 0

β31 β32 β33 · · · 0
...

...
...

βG1 βG2 βG3 βGG

 , (22)

ただし |B| =
∏G

g=1 βgg ̸= 0 (i.e., βGG ̸= 0 (g = 1, . . . , G),) および

Σ =


σ11 0 0 · · · 0

0 σ22 0 · · · 0

0 0 σ33 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 σGG

 (23)

である。（ただし σgg ̸= 0 (g = 1, . . . , G)）。この場合は同時分布はかなり
簡単化されるので、統計的分析が容易になる。
ここでの仮定の下では変換行列Θ = (θgh) を考察することより次の結果
が成立するので、Woldの逐次モデルは識別可能 (identified)となる。

定理 2: : 仮定 1の下で次の命題が成り立つ.

(1) B ,B∗を三角行列とするとB∗ = ΘB であれば行列 Θ は三角行列と
なる。
(2) さらに行列Σ , Σ∗が対角行列であり、行列 Σ∗ = ΘΣΘ′ であれば、
Θ は対角行列になる。

証明: (1) 行列 B,B∗ が三角行列のとき⇒ 任意の分割行列（G1 , G2,

G1 +G2 = G)についてΘ =

(
X O

Y Z

)
G1

G1

となる。

(2) B,B∗ が三角行列、かつΣ,Σ∗ 対角行列の時Θ =

(
X O

O Z

)
G1

G1

とな

る。したがってB 三角行列かつΣ 対角行列ならΘ は対角行列となる。
Q.E.D.

各構造方程式の基準化として βgg = 1 (g = 1, . . . G) としよう。このと
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き構造方程式は

y1t = −γ11z1t − γ12z2t − · · · − γ1KzKt + u1t, (25)

y2t = −β21y1t − γ21z1t − γ22z2t − · · · − γ2KzKt + u2t,

...

yGt = −βG1y1t − · · · − βG,G−1yG−1,t − γG1z1t − · · · − γGKzKt + uGt

と表現される。この場合にはモデルは逐次的であり、最初の方程式によ
り y1tが決まり、２番目の方程式により y2tが決まる、ということになる。
Woldはこうした逐次モデルを “因果連鎖 (causal chain)”モデルと呼び、
詳しく検討している。このタイプのモデルでは誤差項が互いに独立なこ
とを仮定しているので、左辺の内生変数と右辺に説明変数として現れる
変数は無相関になり線形回帰モデルの仮定をみたしている。したがって
逐次的に最小二乗法を適用することにより構造方程式が推定可能である。
Woldの逐次モデルが妥当であればパス係数を最小二乗法により推定す
ることができるので最小二乗法にもとづくパス解析 (path analysis)が有
用となる。

3 構造方程式モデルとDAG

遺伝学者Wright(1921, 1934)はパス解析（Path Analysis）を開発した。
統計学に関連する研究の流れとしては、DAG(directed acyclic graph)に
よる統計的因果分析（statistical causal analysis）としてPerl(2000, 2009)

により様々な精緻化が行われ、疫学、社会学、心理学などでかなり応用
されている13。グラフ論の記号ではある頂点（変数）αiから別の頂点 (変
数) αi+1(i = 1, · · · , n+1)への矢線が（双方向ではなく）一方向にのみ存
在するとき αiから αi+1への因果性と解釈される。もし αn+1 = α1（nは
正整数）となる頂点が存在しない場合を非循環グラフと呼ばれるが、頂
点が有限個の非循環グラフはDAGと呼ばれる。
これまでの議論から応用上では重要と思われる次のような命題が導か
れる。

定理3 : DAGにより表現される構造方程式モデルとWoldの causal chain

モデルは一致する。

13例えば宮川 (2004)が非巡回的グラフの利用を巡る様々な論点を解説している。
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例 3 : ここでG = 2の簡単な例を挙げておく。

(方程式 1) X1 = β0 + β1Y0 + β2L1 + β3L0 + uX , (23)

(方程式 2) Y2 = α0 + α1X1 + α2Y0 + α3L1 + α4L0 + uY , (24)

という構造方程式モデルを例として考えると分かりやすい。uX , uY はノ
イズ項、変数は Y2, X1, Y0, L1, L0, 行列Bは下三角行列、ノイズの独立性
は仮定しておけば、逐次型 (G = 2であり Bは三角行列)で誤差項の分
散共分散行列は対角行列の構造方程式モデルである。この場合には外生
変数は L0, L1, Y0、内生変数はX1, Y2でありDAGで表現可能である。こ
の場合にはPath図を書いてみると直観的に変数間の関係が理解しやすい
が、この側面が応用統計でPath図が利用されている大きな理由と考えら
れる。

Causal Chainモデルの仮定の下で得られるパス係数 (path coefficients)

は因果関係 (causal relations)についての causality measure(因果尺度)と
解釈できる。ここで構造型係数A = (αgh) = (B,Γ)の各要素を hから g

へのパス係数とすると、これは直接効果（direct effects）を表現している
と見なすことができる。これに対して誘導型係数Π = (πgh) = −B−1Γの
各要素を hから gへの総合効果を（total effects）を表現していると解釈
できる。総合効果と直接効果の差は間接効果 (indirect effects)を意味する
が、構造方程式モデルでは内生変数間の関係を通じて間接的にある変数
が別の変数を通じて複雑な影響を与え得るのである。

DAG分析の枠組みに置いてパス係数が因果尺度として十分ではないと
考えたのがPearl(2009)はネットワークモデルの発想から yt (= (yjt)(j =

1, · · · , G)の同時分布ではなく、外生変数・内生変数の順番を入れ替えて
全ての変数 xi (i = 1, · · · , p)として同時分布

P (x1, · · · , xp) =

p∏
i=1

P (xi|pai) (25)

という表現から出発している（Pearl (2009),Page 16, (1.33)）。ただし
p = G+K, paiは変数 xiの親・先祖の変数を表す。こうしたネットワー
クモデルより因果性を定義、Do作用による介入 (intervention)効果に基
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づく因果尺度を導入している14。DO操作とはある変数Xi = xi(xiは固定
された数値) で条件付ける際にXiの親・先祖変数 pa(xi)を固定して影響
を除く操作と解釈しておく。
Causal Chainモデルを仮定すると外生変数を所与としたとき内生変数の
同時分布は

f(y1t, · · · , yGt|zt) = f(y1t|zt)f(y2t, · · · , yGt|zt) (26)

= f(y1t|zt)f(y2t|y1t, zt)f(y3t, · · · , yGt|zt)

と分解可能である。例えば pa2 = {y1, zt} と定義して（ただし親・先祖で
ない変数は除く）この操作を繰り返せば、良く知られた同時分布の分解
公式のように対応する。こうしたグラフの経路上での条件付した分析が
応用上でどのような意味があるか興味深い。例えば econometricsでは外
生性 (exogeneity)・内生性 (endogeneity) および政策効果の計測法につい
ての議論が行われている15 が、変数の条件付分布による特徴づけにより
分析が行われている。他方、Pearl (2009, 5章)は外生性 (exogeneity)は
Do作用素により簡便に定義できることを指摘している。ここでDO作用
素とはDAGモデルに置いて変数 xiについて pa(xi)を除いた時の分布に
よる評価である。外生性や操作変数を巡る定義は適切な操作変数を実際
にいかにして見つけるかという問題と密接に関連しているので重要な意
味があると言える。

4 応用例：Noncomliance問題と操作変数法
例 4として生物統計分野における重要な一つの統計的問題として non-

compliance問題をとりあげる16。このモデルは Rubin流の counter fac-

tual(反実仮想)モデルであるが、変数Z1tを処理群・対照群への割り付け
変数、コンプライアンス変数Dt（薬を飲むなど実際に割り付けられた処置
を実現か否かする）、処置効果変数Yt(Dt)とする。Z1t,Dtのいずれも1, 0を
とる変数、Yt(D = 1), Yt(D = 0)を服用、非服用の効果を示す変数デとする
と、この noncomplianceモデルでは無条件ではE[Yt(D = 1)−Yt(D = 0)]

であるATE(average treatment effects,平均処理効果)は識別されない。こ

14Parents（親）, Ancenser（先祖）などの定義は例えば宮川 (2004), Pearl (2009) を
参照されたい。

15例えば Engle, Hendry and Richard (1983)が挙げられる。
16日本語の解説として佐藤 (2006), 岩崎 (2015)などがある。
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こで Z1t, Dtの可能性に４つのタイプの被験者 (Complier, Always-taker,

Never-taker, Defier, ここではC, A, N, Dで表す。) が存在するとき Zを
実験の割り付け変数 (操作変数)、Dを服用変数 (内生変数)、Yを服用効果
変数（内生変数）とする構造方程式モデルとみなすことが可能であるが、
noncomplianceモデルでは無条件ではATE(average treatment effects, 平
均処理効果)はデータから識別されない。直観的にはあるATEの値をデー
タで観察できたとしても、CグループとDグループで効果が相殺される
が、相殺の割合を観測データのみから知ることはできないので本当の薬
の服用効果は分からないと解釈できる。
Angrist, Imbens and Rubin (AIR, 1996) は処理変数Dtを割り付け変
数 Ztの関数と見てDt(Z1t)に単調性を仮定した上で操作変数法 (instru-

mental variables method)の利用を提案している。ここで単調性とは確
率変数Dt(Zt)が確率変数の単調関数であることを意味するが、Defierは
Z1t = 1, Dt = 0,Z1t = 1, Dt = 0なのでこの仮定下では排除される。
AIR(1996)の主張は次のように解釈できるが、その証明は付論に与えて
おく。

定理 4 : (i) Noncomplianceモデルは一般に識別可能でない。（観測デー
タから処理効果の差は一意に決まらない。）処理変数に単調性を仮定する
と識別可能となる。
(ii)単調性の仮定の下でG = 2の逐次型の線形構造方程式モデルに表現さ
れる。すなわち、未知母数 γ, δ, α, β,

Dt = γ + δZ1t + vt , (27)

Yt = α + βDt + ut (28)

と表現される。ただし (i) 母数 γ,δを適当に選ぶ、(ii)構造方程式 (28)に
おける誤差項 utと変数Dtは無相関とは限らない、(iii)誤差項はE(vt) =

E(ut) = 0を満たすが、相関はゼロとは限らない。

単調性の仮定より集合 Z1t = 1, Dt = 0 (処理群に割り当てられたので服
用しない人々からNを除いた)の中からD(天邪鬼)は排除されている。な
お、元々の構造方程式モデルでは変数Dtは定数と外生変数Z1t により定
義される非線形関数という特徴があり、逐次型の非線形な構造方程式モ
デルの一種、しかし母数は識別できない解釈できる。そこでこのモデル
を線形構造方程式に近似して推定する試みと解釈できる。
この構造方程式モデルは逐次型ではあるが説明変数と誤差項が相関す
ることになり回帰モデルと見なすことはできないので例えば最小二乗推

13



定を行うと、無視できないバイアスが生じる。ここでの問題設定から変
数 Z1tはランダムに割り付けているので外生的（(28)に現れる utとは無
相関）、さらに外生変数Z1tは処理効果を表す構造方程式 (28)には出てこ
ない (exclusion restrictionと呼ばれている)。定理 1の識別の必要十分条
件は (27)の δ ̸= 0であり、服用変数Dtが割付変数Z1tに依存していると
いう臨床試験では自然な条件を意味しているが、操作変数の条件 (i),(ii)

も意味している。
Angrist, Imbens and Rubin (1996)は単一の構造方程式の推定に操作変
数法 (instrumental variables method)の利用を提案している。実は二つの
誤差項 vt,utは無相関とは仮定できないので構造方程式の推定では最小二
乗法をそのまま適用すると無視できない推定バイアスが生じるのである。

ここで操作変数 (instrumental variables)をより一般的に定義しておこ
う。(2)式の一番目の構造方程式を y1t = b

′
x1t+u1t と表現しよう。ただ

し x1tは右辺に現れる内生変数・外生変数で識別性を満たす p× 1変数ベ
クトルとする。次の条件を満たす p× 1変数ベクトルwtを考えよう。例
えば (28)では p = 2, x1t = (1, Dt)

′
, b = (α, β)

′
である。

(i)誤差項 u1tとは漸近的に無相関 plim( 1
T
)
∑T

t=1 ztu1t = 0となる。
(ii)右辺の変数ベクトルｘ1tとは相関して ( 1

T
)
∑T

t=1 ztx
′
1t

p→ C, ただしC

は正則行列となる。
さらに追加の条件として17

(iii) 漸近正規性 1
T
W

′
u1

w→ N(0, σ2
1A) が成立する、ことを用いる。ただ

し σ2
1は誤差項 u1tの分散（分散均一性を仮定した）, u1 = (u1t)は T × 1

誤差ベクトルである。
このとき次の命題が成り立つ。

定理 5 : 操作変数推定量を

b̂ = (W
′
X)−1Wy1 (29)

とする。ただし n× 1ベクトル y1 = (y1t)である。n → +∞のとき
(a) 条件 (i),(ii)の下で一致性 b̂− b

p→ 0を満たす。
(b) 条件 (i)-(iii)のもとで漸近正規性

√
T (b̂− b)

w→ N(0, σ2
1C
−1AC−1) (30)

17数理的には Lindeberg条件などの議論が必要であるが数理統計学・確率論の教科書
を参照することとして、ここでは説明を省略する。
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となる。

(証明) : (a) 推定量に y1を代入すると

b̂− b = (W
′
X)−1W

′
u1 = (

1

T
W

′
X)−1

1

T
W

′
u1

と表現できる。ここで u1 = (ut)は T × 1の誤差項ベクトルである。した
がって条件 (i),(ii)より一致性が得られる。
(b)基準化を

√
T とすると

√
T (b̂− b) = (

1

T
W

′
X)−1

1√
T
W

′
u1

と表現される。ここで右辺に対して条件 (ii), (iii)を利用すると漸近正規
性が得られる。 (Q.E.D.)

非線形関係をDt = δZ1t + vtと近似すると解釈すると、この推定法は二
段階最小二乗 (TSLS, two-stage least squares method) を含む興味深い例
となっている。ここで二段階最小二乗法（TSLS, two-stage least squares

method）とは第一段階で外生変数を用いて右辺の内生変数を最小二乗法
により zt = (1, Z1t)

′
, 1 = (1, · · · , 1)′ ,D = (Dt) (T × 1) Z = (z

′
t) (T × 2)

により操作変数行列

W2 = Z(Z
′
Z)−1Z

′
[1 , D] (31)

を構築する。第二段階ではこの操作変数ベクトルを左辺の内生変数 y1tに
回帰、最小二乗法を適用して同時方程式における単一の構造方程式を推定
する方法である（制限情報推定法の一種）と呼ばれている。この場合には
W

′
2X = X

′
PZX, W

′
2W2 = X

′
PZX (ただし射影PZ = Z(Z

′
Z)−1Z

′
, X =

[1 , D]) となる。ここでとりあげた構造方程式モデル（(27)および (28)）
の場合には 2× 2行列Z

′
Xが正則なら (W

′
2X)−1W

′
2y1 = (Z

′
X)−1Z

′
y1 と

なり二段階最小二乗推定量は操作変数法に一致する18。さらに漸近分散共
分散は σ2

1C
−1と簡単化される。

伝統的な計量経済学では同時方程式モデルにおける識別可能な構造方
程式の推定法としては二段階最小二乗法については T.W. Anderson, H.

Theil、操作変数法についてはA. Wald, O. Reiersol, J. Durbin, D. Sargan

などの研究が知られているが、漸近的には Anderson-Rubin (1949)の制
限情報最尤法 (LIML)を同等になるので分散均一性を仮定するとある種の

18この場合には LIML推定量とも一致することを示すことができる。
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境界を達成していると見なせる。さらに構造方程式の誤差項同士の相関
まで考慮した完全情報推定法としては最尤法（FIML）,三段階最小二乗
法（3SLS）などの古典的方法が知られている。また誤差項の分散均一性
を仮定できず、分散不均一の場合には EL(empirical likelihood,　経験尤
度法), GMM（generalized method of moments, 一般化積率法）が知られ
ているので付論 7-3に説明しておいた。
近年のデータ分析では個別主体の異質性 (heterogeneity)の議論が盛ん
である。構造方程式モデルに置いて誤差項が分散不均一な場合には ût (t =

1, · · · , T )を残差として利用することにより操作変数推定 (29)の漸近分散
（定理 5(b)）に現れる項σ2

1AをplimT→∞
1
T

∑T
t=1 u

2
twtw

′
t に置き換えると、

漸近的にはある種のセミパラメトリック限界 (bound)を達成しているこ
とが分かる。また分散が不均一な場合での効率的な推定法も導くことが
できる。また定理 5の主張はデータが必ずしも互いに独立でない場合な
ども含みうることなどは今後の展開の可能性を示唆していると言えよう。

例 4において構造方程式モデル (28)より係数 βの操作変数推定量

　β̂IV　 =

∑n
i=1(Z1i − Z̄1)(Yi − Ȳ )∑n
i=1(Z1i − Z̄1)(Di − D̄)

(32)

の確率極限は単調性の仮定の下で

βC =
Cov(Yi, Z1i)

Cov(Di, Z1i)
=

E[Yi|Z1i = 1]− E[Yi|Z1i = 0]

E[Di|Z1i = 1]− E[Di|Z1i = 0]

となる19 操作変数の単調性を仮定せず構造方程式が識別できない場合に
はDefierが存在するので、操作変数推定量の確率極限は

βIV =
[E[Yi|Z1i = 1]− E[Yi|Z1i = 0]]C + [E[Yi|Z1i = 1]− E[Yi|Z1i = 0]]D

[E[Di|Z1i = 1]− E[Di|Z1i = 0]]C − πD

と表現される。ここで [·]C ,[·]Dは complier, defierに対応する項、πDはDe-

fierの確率である。Always-takerとNever-takerは分母と分子の対応する項
19例えば Yi = Yi(Zi, Di(Zi)) において Zi と Di は 0 or 1 をとるダミー変数、p =

P(Zi = 1) (0 < p < 1)とする。このとき

Cov(Yi, Zi) = E(YiZi)−E(Yi)E(Zi)

= [E(YiZi|Zi = 1)p+E(YiZi|Zi = 0)(1− p)]

−p[E(Yi|Zi = 1)p+E(Yi|Zi = 0)(1− p)]

= p(1− p)[E(Yi|Zi = 1)−E(Yi|Zi = 0)]

となる。（国友 (2025)の (2.6)式の導出を参照。）
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はゼロとなる。ここで complierの確率πCを用いて基準化した complierの
確率測度をｄ PC =ｄＰ/πC (πC > 0)(Pは元の確率測度)とする。Defier

（天邪鬼）はcomplierとはZi, Diについて逆の選択をするので、処理効果に
ついて [E[Yi|Z1i = 1]−E[Yi|Z1i = 0]]D = [E[Yi|Z1i = 0]−E[Yi|Z1i = 1]]C
とすると、βIV = βC となる。すなわち、操作変数推定量はDefierが存在
する識別不能なモデルにおいても complierの処理効果の推定量として、
ある種のロバストネスを持つということが分かる。
念のためであるが以上の考察から得られた結果を次のようにまとめてお
こう。

系 6 : Noncomplianceモデルにおいて操作変数推定量 (32)を利用する。
(i)操作変数の単調性を仮定する。操作変数がZ1t (t = 1, · · · , T )のみが利
用可能なとき分散不均一性の下で（誤差項の４次積率が存在などの正則
条件を仮定すると）漸近的に分散の下限を達成している。
(ii)単調性を仮定せずに C, A, N, Dが正の確率で存在することを仮定す
る。ここで Defierの処理効果が Complierの処理効果の −d (d > 0)倍
[E[Yi|Z1i = 1] − E[Yi|Z1i = 0]]D = d[E[Yi|Z1i = 0] − E[Yi|Z1i = 1]]C
となることを仮定する。このとき操作変数推定量の確率極限は βIV (πC −
dπD)/(πC − πD) で与えられる。特に d = 1なら Complierの処理効果の
一致推定量となる。

系 6においてDefierの割合 πDが小さければ操作変数法の推定バイアスは
小さいことを意味しているので、直観的な結果と整合的と言えよう。

なお Imbens-Angrist (1994)は CATE(Complier average treatment ef-

fects) を局所平均処置効果 (local average treatment effects, LATE)、あ
るいは CATE (Compliers’ average treatment effcects)と呼んでいる。さ
らに Imbens and Rubin (2015)は One-sided Noncompliance, Two-sided

Noncompliance など様々なNoncompliance(非遵守) モデルを考察してい
る。本稿の議論が分析に役に立つと思われるがここでは省略する20。
また関連してこの間のかなり重要な展開としてはManskiなどによる部
分識別法21 の応用が挙げられる。識別性がない場合、識別可能でない集
合の中で bound(境界)を求める方法をManski (2003)は部分識別法と呼

20例えば国友 (2025)の例 3,例 4の議論を参照されたい。
21Partial identificationと呼ばれている。識別不能な統計モデルにおいて処理効果の
限界 (bound)をノンパラメトリックに求めようとする試みである。例えば奥村 (2018)
に解説がある。近年のmicro計量経済では様々な展開がある。
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んだが様々な展開がある。ただし、例えばここで問題としている設定で
は結果変数が有界でない場合になる。また条件付確率の制約からのみで
は得られる boundはかなり広くなる。したがって実用的な観点からはな
お検討の余地があるが議論は省略する。

5 おわりに：計量経済・計量生物・応用統計の接点
古典的な計量経済学では同時方程式にもとずく構造方程式の推定方法
が開発された。推定方法は完全情報推定法と制限情報推定法に分かれる
が、いずれも同時性が存在する場合の一般的設定の下での方法である。し
たがって、構造方程式が逐次的に決定される状況であっても利用可能であ
る。ここでは制限情報推定法としてLIML, TSLS, IV、構造方程式の誤差
項における従属性を明示的に扱う完全情報推定法として最尤法（FIML）,

三段階最小二乗法（3SLS）など古典的方法、さらにGMM, EL(経験尤度
法)などのより新しい方法についても言及しておいた。こういた計量経済
分野で研究されている方法は同時性を含む構造方程式の推定論であるが、
狩野 (2002)が説明しているような計量生物や日本の応用統計学で良く利
用されている逐次型の構造方程式を含んでいることを強調しておこう。
ただし、逐次型の構造方程式が識別可能であるためには定理 2の係数
および誤差項の共分散についての強い制約が必要である。この条件があ
るために多くの経済学者にはDAGによる分析やPearl (2009)の主張が時
には説得的でないと判断する一因と考えられる。構造方程式の誤差項間
の相関は臨床試験などの計量生物の設定では無視しても良い場合もある
が、相互連関性の強いことが想定される状況や同時性が重要な市場デー
タでは十分に説得的では無いというのが、ここでの暫定的結論である22。
なお、確率的誤差項の無相関性については識別条件が成り立てば統計的
検定を行うことは可能であるが、この問題を含め計量経済学で展開され
た過剰識別性（over-identification）検定や外生性検定などの手法の利用
を含めて様々な応用統計の可能性が考えられる。

22例えば DAGの応用経済学における利用については Imbens (2020)は否定的見解を
述べている。米国では G. Imbens(経済学者,2021年ノーベル賞 (経済学)受賞者) と J.
Pearl(計算機学者)の間などで因果分析を巡る基本的問題についての論争があるようで
ある。因みに Imbens氏の論文が掲載されたのはアメリカ経済学会の学術誌であること
は興味深い。また Heckman (2008)は経済学的因果関係についての独自の主張を展開し
ている。
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最後の話題になるが、計量経済学における重要な分野としてマクロ経
済・金融経済の分野では多次元時系列分析の利用が盛んであるが、これ
までのところ他分野との関連はあまり議論されていない。
例えば誘導型 (7)における変数ベクトル ztを過去の内生変数 yt−s (s =

1, · · · , p) と置けば、多次元自己回帰表現

yt = µ+

p∑
s=1

Πsyt−s + vt (t = 1, · · · , T ) (33)

が得られる。ここでµは定ベクトル、ΠsはG×G (s = 1, · · · , p)係数行列、
誤差項の分散・行列共分散Ωであるが、データ分析には初期条件yt (t ≤ 0)

が必要となる。例 2ではG = 2, p = 1, yt = (qt, pt)
′
, µ = (

λ

(λ− α)/β
),

Π1 = (
0 γ

0. γ/β
) である。

経済時系列分析の中から多次元時系列データについてGranger (1969)は定
常確率過程を仮定した上で時間的な予測可能性によるGranger-causality

の概念を導入した。時間の要素を統計的因果分析に導入することは重要
であるが、議論が複雑化、解決済みというには程遠い段階である23。この
間、構造方程式アプローチを巡る問題を含めマクロ・金融時系列分析で
は様々な議論が展開されている。こうした問題についての因果分析法に
ついてはなお検討すべき課題がある。

二人のWright教授が考察した統計的問題の研究から既に約 100年が経
過した。しかし、二人が提起した問題の正確な理解、計量経済、生物統
計、応用統計の基本的問題に関連する問題の検討、などなお課題も少な
くない。

23例えば Kunitomo and Xue (2025) は時系列における Granger Causality (G-
Causality) に関連して提案された因果尺度 (G-Causality Measures) の関係をしてい
る。また予想変数や非定常性を巡る基本的問題については例えば国友 (2011)を参照さ
れたい。
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数理的補論
この付論では本文で示した定理の証明および補足的説明を与えるが、定
理 1の証明はAnderson (1979)の講義録における証明の日本語版である。

(7.1) 定理 1の証明
(i) 変換行列Θを分割して

Θ =

(
θ11 θ12

θ21 Θ22

)
1 column G− 1 columns

← 1st row

← G− 1 rows
(A.34)

としよう。この行列を左からAに乗じると

A∗ = ΘA =

(
θ11 θ12

θ21 Θ22

)(
β1 0 γ1 0

B1 B2 Γ1 Γ2

)
(A.35)

=

(
θ11β1 + θ12B1 θ12B2 θ11γ1 + θ12Γ1 θ12Γ2

θ21β1 +Θ22B1 Θ22B2 θ21γ1 +Θ22Γ1 Θ22Γ2

)
G1 columns G2 columns K∗ columns K∗∗ columns

となる。ここで二つの構造がA∗ ∼ A(等価)となる条件は

A∗ =

(
β∗1 0 γ∗1 0

B∗1 B∗2 Γ∗1 Γ∗2

)
, (A.36)
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より
θ12 (B2 , Γ2)

1×(G−1) (G−1)×(G2+K2)

= 0. (A.37)

で与えられる。したがって変換行列Θの最初の行が（1,1）要素を除いて
ゼロになる条件θ12 = 0より第１行の識別性の階数条件（rank condition）

ρ(B2 , Γ2) = G− 1 (A.38)

が得られる。
(ii) 誘導型母数

Γ = −BΠ (A.39)

を書き換えると(
γ1 0

Γ1 Γ2

)
= −

(
β1 0

B1 B2

)(
Π11 Π12

Π21 Π22

)
(A.40)

= −

(
β1Π11 β1Π12

B1Π11 +B2Π21 B1Π12 +B2Π22

)
.

が得られる。したがって

β1Π12 = 0, γ1 = β1Π11 (A.41)

となる。ここで母数ベクトルβ1 , γ1が定数倍を除いて一意に決まるには

ρ(Π12) = G1 − 1 (A.42)

が必要十分である。（条件下で最初の方程式を β1について解き、次に γ1

について解けばよい。）この階数条件より必要条件

K2 ≥ G1 − 1 (A.43)

が得られる。
(iii) これまで識別の必要十分条件として二つの条件を導いた。これらの
条件をA, Πとすると等価であることを示す。

補題A-1. 階数 (rank) ρ(B) = Gであれば ρ(B2) = G2.

証明: 行列 Bは正則となるので Bの各列は線形独立となる。したがっ
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て行列

(
0

B2

)
の各列は線形独立となるのでB2の各列も線形独立となる.

Q.E.D.

補題A-2: ρ(B2 , Γ2) = G− 1 ⇔ ρ(B2 , B1Π12) = G− 1.

証明: 階数条件 ρ(B2 , Γ2) = G− 1 は行列 (B2 , Γ2)の各行が線形独立
と同一である。このときある (列)ベクトルが存在してw((G− 1)× 1）

w′(B2 , Γ2) = 0 ⇒ w′ = 0. (A.44)

となる。これを Γ2 (−(β1Π12 +B2Π22　)) に代入すると

w′(B2 B1Π12 +B2Π22) = 0 ⇒ w′ = 0, (A.45)

と書ける。このとき w′B2 = 0, w′(B2 B1Π12) = 0 ⇒ w′ = 0, となり、
これは ρ(B2 , B1Π12) = G− 1を意味する. Q.E.D.

補題A-3: ρ(EF) ≤ min[ρ(E), ρ(F)].

以上の補題を利用すると次の結果が得られる。

定理A-1：条件 A ⇔ 条件 Π.

証明: (I) 条件 A ⇒ 条件 Π.

条件 A より ρ(B2 B1Π12) = G − 1 (補題 A-2)となる。したがって
ρ(B1Π12) ≥ G1 − 1であるが、これは ρ(Π12) ≥ G1 − 1(補題A-3)を意
味する。ここで (トリビアルでないベクトル β1に対して) β1Π12 = 0 (B

は正則なので最初の行は 0ではない), となり ρ(Π12) ≤ G− 1. したがっ
て ρ(Π12) = G− 1.

(II) 条件 Π ⇒ 条件 A.

条件w′(B2 B1Π12) =
(
0 0

)
を満たすベクトル wを考える。すなわち

w′B2 = 0, w′B2Π12 = 0より条件 Π および β1Π12 = 0 からw′B2は定
数倍の β1、つまり w′B1 = kβ1となるベクトルが存在する。したがって

(−k w′)B = (−k w′)

(
β1 0

B1 B2

)
=
(
−kβ1 +w′B1 w′B2

)
=
(
0 0

)
24



となる。ここで B は正則なので−kw′ = 0、これは w′ = 0を意味する.

したがって w′(B2 B1Π12) なら w′ = 0となる。これは (B2 , B1Π12)

がフル・ランクとなることを意味するので条件 Aが成り立つ. Q.E.D.

(7.2) 定理 4の証明
(i) 観測データから推定可能な確率 p11 = P (D = 1, Z = 1),p10 = P (D =

1, Z = 0),p01 = P (D = 0, Z = 1), p00 = P (D = 0, Z =)とする。
（確率の基準化すると 4-1=3個の母数がある。）治験参加者には,C, A,

N, D の４種類であるが、添字を利用して p11 = π11.C + π11.A, p10 =

π10.A + π10.D, p01 = π01.N + π10.D, p00 = π00.N + π00.C と表現すると。
π11.C , π11.A, π10.A, π10.D, π01.N , π10.D, π00.N , π00.C は確率の基準化より8-1=7

個の母数がある。
ここで平均処理効果は

E[Y (D = 1)− Y (D = 0)]

= [E[Y (D = 1)|Z = 1]P (Z = 1) + E[Y (D = 1)|Z = 0]P (Z = 0)]]

−[E[Y (D = 0)|Z = 1]P (Z = 1) + E[Y (D = 0)|Z = 0]P (Z = 0)]]

= [E[Y (D = 1)|Z = 1]−　E[Y (D = 0)|Z = 1]P (Z = 1)

+[E[Y (D = 1)|Z = 0]−　E[Y (D = 0)|Z = 0]P (Z = 0)

と分解できる。この期待値の各項は条件付確率 P (D = 1, Z = 1|Z = 1),

P (D = 1, Z = 0|Z = 0), P (D = 0, Z = 1|Z = 1) P (D = 0, Z =

1|Z = 0)により一意に決まるが、条件付確率は確率π11.C ,π11.A, π10.A,π10.D,

π01.N ,π10.D, π00.C の関数、したがって元の母数は一意に対応しない。した
がって無条件では識別可能ではない。
(ii) ここで P (Z = 1) = p1, P (Z = 0) = p0 外生的に与えられる変数
であることに注目する。さらに割り当てられた被験者は薬を服用できな
いとすると π10.D = 0である。変数 Dt(Z1t)の単調性を仮定を利用する
と π01.D = 0である。このとき P (D = 1|Z = 1) = (π11.C + π11.A)/p1,

P (D = 1|Z = 0) = π10.AC/p0, P (D = 0|Z = 1) = π01.A/p1, P (D = 0|Z =

0) = (π00.N +π00.C)/p0, であるから確率の基準化より 7-2-2=3個の母数で
表現される。
(iii) 方程式D = α + βZ + v と表現してD,Z を代入すると、確率変数
v を 1 = α + β + v (D = 1, Z = 1), 1 = α + v (D = 1, Z = 0),

0 = α+ β + v (D = 0, Z = 1), 0 = α+ v (D = 0, Z = 0) を満たす必要が
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ある。したがって

E[v] = (1− α− β)p11 + (1− α)p10 + (−α− beta)p01 + (−α)p00

= (p11 + p10)− α(p11 + p10 + p01 + p00)− β(p11 + p01)

となる。これより p1· = p11 + p10,p·1 = p11 + p01 とおくとE(v) = 0 とな
る。
(iv)Noncomplianceモデルにおける説明変数Dtと誤差項 utの相関につい
ては、国友 (2025)付論Aで説明しているのでここでは省略する。

(7.3) 経験尤度法と一般化積率法 :

撹乱項の分散が不均一な場合についてデータが互いに独立な確率変数の実
現値の場合、ノンパラメトリック尤度関数を考察する。ベクトル列yt (t =

1, · · · , T ) がある確率分布 F (y)から独立な標本, P (yt = y) = pt (t =

1, · · · , T ) のときノンパラメトリック尤度関数は

L(F ) =
T∏
t=1

pt (A.46)

と表現できる。この尤度関数を確率としての制約条件 pj ≥ 0,
∑T

t=1 pt = 1

の下で最大化すると解は pt = 1/T (t = 1, · · · , T )となる。
構造方程式モデルでは

T∑
j=1

pt g(yt,xt,wt|b) = 0 (A.47)

という制約条件が得られる。(ここで g(·)は構造方程式を意味するが、母
集団ではE[wt(yt−b

′
xt)] = 0、一般には非線形条件でもよい。xtは p×1,

操作変数wtはK × 1、p = K としておく。（なおより一般にK > pの場
合は過剰識別となるので議論を修正する必要がある。）
この制約条件および確率 pt ≥ 0,

∑T
t=1 pt = 1 の下でノンパラメトリック

尤度関数を最大化して母数 bを推定する方法を経験尤度 (empirical likeli-

hood)推定と呼ぶと、国友 (2011)3.2節の議論を少し変更すると

[
T∑
t=1

p̂txtw
′

t][
T∑
t=1

p̂juj(b̂)
2wtw

′

t]
−1[

1

T

T∑
t=1

wt y1t] (A.48)

= [
T∑
t=1

p̂txtw
′

t][
T∑
t=1

p̂tut(b̂)
2wtw

′

t]
−1[

1

T

T∑
t=1

wtx
′

t]b̂EL
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と表現される。ここで ut(b̂) = y1t − b̂
′

xt なので、GMM（generalized

method of moments)推定量は pt = 1/T (t = 1, · · · , T )のとき得られる。
したがってMEL推定量はGMM推定の一般化となっていることが分かる。
特に p = Kのとき操作変数が退化せず条件 rank((1/T )

∑T
t=1wtx

′
t) = p

を満たしていれば、上記の経験尤度推定量 b̂ELは操作変数推定量 b̂IV =

(
∑T

t=1 wtx
′
t)
−1(
∑T

t=1wty1t) に一致する。
なお一般的な非線形の場合についてQin & Lawless (1994), Owen (2001)

は漸近的な経験尤度推定量の性質を調べ、観測データ数 nが大きくなる
漸近的意味でかなり一般的な正則条件の下で一致性、漸近的正規性、漸
近的有効性があることを示している。例えば線形構造方程式モデルの場
合には

√
n(θ̂n − θ̂0)の漸近共分散行列は

AEL(θ) = [plim
n→∞

(
1

T

T∑
t=1

xtw
′

t)]
−1[plim

T→∞

1

T

T∑
t=1

û2
twtw

′

t][plim
T→∞

(
1

T

T∑
t=1

wtx
′

t)]
−1

(A.49)

で与えられる。誤差項が均一分散である場合にはplimT→∞
1
T

∑T
t=1 û

2
twtw

′
t =

σ2
1[plimT→∞

1
T

∑T
t=1 wtw

′
t] より定理 5で与えられた漸近的分散共分散行

列 (30) に一致する。ただし、データ数が有限の場合には必ずしも EL,

GMMが TSLS, LIMLよりも良い結果をもたらしうるとも限らないこと
をAnderson-Kunitomo-Matsushita (2011) が例示している。なおK > p

の場合には (48)を

{[plim
n→∞

(
1

T

T∑
t=1

xtw
′

t)][plim
T→∞

1

T

T∑
t=1

û2
twtw

′

t]
−1[plim

T→∞
(
1

T

T∑
t=1

wtx
′

t)]}−1

に修正する必要がある。また、経験尤度推定量の漸近分布は古典的な状
況ではGMM推定法における効率的GMM推定量と同等である。計量経
済学におけるGMM法に関する利用についてはHayashi (2000)が詳しい。
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おわりに

統計数理研究所が推進している統計エキスパート養成プログラム

では必ずしも統計学を専門としているわけではない各分野の若手

研究者とメンターにより統計エキスパート演習を行っているが、直

接の関係者以外はこの統計エキスパート養成プログラムの中で具

体的にどの様な講義や議論が行われているかはよく知られていない

のではないかと思われる。このプロジェクトは統計数理研究所が文

部科学省の支援を受け、統計人材育成コンソーシアム (https://stat-

expert.ism.ac.jp/)における事業の一環として統計エキスパート養成

計画を2021年より実施している。統計エキスパート人材育成の事業

内容は多岐に及び、この報告書はそのごく一部分に過ぎないが、エ

キスパート研修の重要部分である全体研修の議論から発生した一つ

の話題についての共同研究であり、検討した議論をここで例示する

おくことも統計エキスパート事業での教育的意味があるのではない

か、と判断している。

著者の池田氏は開発経済・農業経済を専門とする経済学者、国友

は経済・経営・金融などにおける統計的方法に関心のある統計学メ

ンターである。なお、著者は二人とも今回取り上げた話題について

普段から専門的に研究していたわけではない。したがって話題につ

いて関心があり研究を重ねている専門家から見ると不適切な説明や

誤りを含めて様々なコメントがあると思われる。

日本における統計科学分野における統計エキスパート人材の必要

性が叫ばれている中で日本における統計科学および応用の諸分野に

おける統計エキスパート養成の教育として妥当な内容は何か、今で

もなお模索中である。今後の教育内容を改善する参考の為にも、各

界の統計科学や応用諸分野などの関係者からの忌憚のないコメント

を期待したい。

国友直人 (著者代表)

2025年 10月
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